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| * . asthed, befere we preceed to deal Witk s musber of
espsrete clasees of equations, for whish the methed
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Then .St will be said to bde an S - dimensional

( S<N) integral menifold for equatien /1/ , if )
for every solution X-=x (%) of this equation the
relation .
x(t) € S (3)

which holde. for some moment t: £ » will hold for
every real value of t .

Ceosetrically interpreted, the integral mani - .
fold St represents a hypersurface having the
property that if some value of the solution of a sy-
stea of equations lies oa the integrsl mifqld /on

’ the hypersurface/, then the whole of the solution
| will also lie on the memifold /on the hypersurfaoce/.
Originally in the paper /}/ the ides of the.
theory. of 1nt0¢rt14unit'olda was applied to the fol-
lowing particular problem. A p‘riiéular case of equ~
ations /I/ is considered, when the right-hand side
of the system is proportional to a small parameter,
“the so-called equations i» standard form:

i
|
I

: o dEa e X (). @
' Au\-lu thes for every X € U we have
. T
Lim. % X(tx)dt =X, @ ®)
t
s
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uniformly with respect to t in the interval (—".")
sisul taneously 'ith unte- /4/ the normd equation

=€ X (x) : ()

is considered. 'l'hon a fairly cosplex probles i. s0l-
ved for equations /4/,vis., to establish a series

of agreements between luch properties of exact %0 -
lutions /those of system /4/ / and approximate so -
lutions /those of the averaged systiea /6/ /| w8 are
dependent on their behaviour in the infinite ietor-

|
{
|
1
i
i
|
|
|
|
|
{
|

val. .
' T™hus, for inetance, in sany cases of impertan- i
[ ce /as shown below/ the averaged equations /6/ .} -
low inverisnt manifolds of toroidal type. In Yhie
conmtu;u, the following questien ie of interest t
will the integral manifolds of the exact equations
/&) 11e in sufficiently close noighbourhoo‘ te the |
toreidal wanifolds adove and to what extent will x
they be stabdle? .

It should be noted that by wsing oertain ochan-
gos of varisbles, the exact equations /4/ can Ve
reduced to a special form in 'luoh the right-hand
sides differ from those of the .vom.ol‘m._uo_n

"Wy terss of higher order of sméllness. Hence , the )
o N )
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probdleas sriding herein possess & sertain emslogy to
the prodlem of the existence of pericdic selmtiems
in A.Poincaré’s lesal theory. ° ° o
Sowever, while in Poincaré’s theoty the prod-

lom is reduced Vo the tnvestigation, W enploeying
the theorem of implicit fusctieas, of the selvebd-
l1ity of a systea ef ordinary equations with a i =

‘v nite number of umimows, which comtains & ssall pes

] rameter, the theory of integral msnifolds dulp

with functionsl equations dotmtai-g the funs -~

| tions whioh cheracterise the integrel manifolds

in tiom. :

“:: thie point, it is to %o noVed l‘”olm
1y that indepentently of the mentisned above prob~
lem of the correspondence between the exact and
.ppmiu.to solutions of system /4/ '/i‘.o.bo_
the solution of system /4/ and those of systen
/6/ | , which is s problem of substdastistiag she'
nnr.dnj method, the comstruction of evem Y . K
cal theory of imtegral senifolds fer systens /4 -
{s of grest interest in itaelf ewing %o the fach.
that the qualitative investigatton of e “h‘ e
t1ens of system /4/ will be greatly stmplified ,
1f these 1ic on & sanif~1d of ssallet dimeasis o
" mality than the initial phese epace.
< .
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| o1 v.oheapesial:Cendure- of -the. Magpioing dapele.z - -
SR 904. 1nithe asthed ofo 1000erel el Soldn.in: S0y o9
. apywessh te the qualitetive thessy #0) diLfegengisl
equotions. o sonsider Mege Sve. pERbeps.of 4iffe - T
vhaifel oquetisns ~-the ensot SoWSioNw. 44/ ool -
swcppuenioate pumatiens /A/s: S0 BSTarense Not- - |
angll 3¢ L0 kmewn thet tadividual, Spiutiens . as ,
o reloy. cowvany ommsibive tn ol shemges of )
the wighiodund pdee of e vMiEBe
u. O Ahoemy; denls set with dadinidenl solw, - - f
tions /eurves/ but with iategral sanifelds /hn -
" pensmrfessn/. dnd 1A agpeare \het an \Mtegmel Se-
wifeld 10 o nepe Siadle formetion WiAR & respest
%0 ovall changes of the right-hand aldes of oquan
tiens Ahne individual selutionty 18 neay casen
theosens of the folleming (ype.aen-be greved: if
\he aperozisete equations /6/ heve 8 eertain in-
togual manifeld, Voen the exzeet egmepiens /4/
‘will ales ellew'an tategual Senifald.which liee
1n an esyuptotically marrow neighbourbeed. of the
appoesimade oystes. At the seme time, sjmiler the-
orens .for individual selutions sve ebteinehle ow-
v . 1y wades-sufficisetly rigid eonditions inpesed
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| on the right-hand sides of equatiens /4/ and /6/.. .
It seems qu\om.o to u.uun lon '
the fact that the very exidtemee of an ilm
sanifold for the exast squations/4/ is of gueet
importance slso for the stedy of their imdivideal
solutions, for mow, isetead of considering ‘he who-
le phase space, it 48 possidle 40 concentrate mpom
the oonsiderstios ef solutions lyiag om She integ-
ral sanifold - the hypersurfase. *
. Aftax \he puelininery empshs sheve ’l wief- ‘
1y cheragterisiag e Sesie featnmma of. she. m '
of integral sanifolds, as apriied te oquaticns of - |
the /4 Wpe. ma groesed £17e4. 58 all 49 S0 oon - o
stdezation of the typiael systens of diffesamtial - - ';
quuations containing a.small parenciss, fes whigh . K
the applying the idees af the mothed of imtegenl . -
-utfowmu.hmmun v .
The sethot of integrel nenifelds cem ba of Seer '
tively applisd shen javestigating st ouly Sha o~
.otems listed adave, Vo “MM”” -ve
lhn-r vibrations M-«. bt alse agey e,
plicated umu-ﬂ‘n m«- oo-‘lhul‘ e unn |
m
" e, m-uqu‘wd tnao&-

“Wieh are ncer $o wdbompuess, Sush &
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L Dt ol

/ Tu et ie vlow time, d \!(‘C) /., in
which the poseivility of a ¢ u variation of a
mumber of parsmetérs is taken into ascount or sys-
| tems of equatiows of the -oﬁmcrgl form

"‘=X(9ay)+¢x (6,x, g,c) .) N
]
: éy(erx-y).

where X .X. X' are N - dimensional vectors
mg.\J sre ™ -8imensienal vectors of (nem)
- dimeneionsl Fuvl idian space Emm v dt ’-'V(ﬂ-

| The method of imtegral menifolds cem de ap -

j plied with wuccess in imtiptiu systemss of eque-
X tiohs 6f the m‘ ‘

! R Xy, ~
| (12)
|

I

|

!

eX=Y(t,zy) |
[/where X , x are Nl - dimensional vectors ast
Y+ J are M - dimensicnal eace/, that the
stedy of Telexatina ,odm aystens gives. h
10 kmewn, the systes /12/ redwces to oquations.
of the' forn /11/ by elaple tremefernstiesis; Wov- ]

N -mthmuamotmuuuh
T vemtess. u%&u—h%rm)w

c e B G W e T4 + w Stwn- Wt o
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- S emivring e AP % Sl eihier @i se-
© Gusing \hem to foon wideh wpeld ko iste -
,_‘mm Wq‘..u.

} . Ws to ovaluate the ot arter of
stallness whieh are ' 1n' i to do-
Y0 apsravinaie eavetionn. f".'. e

P ese QMQ‘QWMWQ q’-m

- faodnmuvxmwynww
N _ the-oudetitution 4qpsaiializ Sqpeading oo Ahe forn
. o( ,cr%ienl.r-ooln;t.q‘ of n..tnqpiaap ROR~POF ~

mbuoquuou. which are obigiped at £ Q..
After sppropriste mwdlm the mu-
€ oguations reduss, 1- sseral déve, to the ays-

| '.nottbotyno,~.-‘ 4..

LI -

ﬁ-a (a9 ab)+ s(up-ya o - |
J 7 g'?*“.(tvvab)f%(t,vva b,e) - ,‘
| du ‘ (’5) '
. é“,(‘ trvu,i)hﬁ‘( qya’b,c)
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where OcE<E,, ¢, V¥, Q, b are veo-
torsof k , £, m, N - dinensiocas respestively.
Por the aystems of {ifferential oquations 11i-
sted above there is stated a number of theorend on
existence of properties of imntegral samifolds,there’
are developed the rules of effective constructing
| the integral memifolds. Thamks %o the latter, the
investigation of solutions of the imitial syitem l
, is greatly simplified and in some Cases mey be com-
- pleted. . '
¥Weo shall state s few typical theorems ebtained
by our method. |
Ve eonsider a oystem of mﬁm ia standard
fo-m /4/ and the eorresponding system of the firet
spp.oximation /6/. '
The follewing theorem is proved ¢
Theores /N.N.Bogoliwvev /4 / . .
i Lot an equation /6/ has & pericdic ‘selvtien
xx=E(wt), g(s)-g'(sftlj and the real
parts of the N -1 charssteristic expoments of the
variational q-u- of equitions for a delutien Flwt)

*: o aX (B(wt)8E .. () "

are uttm frea sere. uo.‘ alse “ X(8 t)

- e -

- - - ...

I3

ala seilvam
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1o slmset perietic ia t + wnifognly Sebtinasue .
P rorpest te X 1s P - netgmensmocs: B or
& poricdic solutien J(orl) end bas partsel -dari-

‘veSivas with yespest o X -.ntumm.
“mmumruwm i

fow - : A
' --ocl‘.o. : a:cq, , (“)
wmm&nutﬂmtun—-
bews £, , 9, (S, <p) .sach that for eovary  §
I/oqum-/a/m-mquuupu—xfou
lying in U‘. for all t | pevaserricar-
lvmtdiv -
x=§(4,84), @¢)
m} 1s defined for all real t emt 0 ,
risdie 1a O of peried atqnn-nmxuu

1a t. wiformly with respect t¢ O with frequen-

oy basis of fumertons X (t, X) . 1a addivton
tl? tollutn. inequality is munu '

| FCC R I0] EX.10 RN
where | 8(&)-—0 as é"‘"o,‘ ‘}("—,9, E) has

.enifermly contizwous devrivatives with respect to

Wp %o the second exder;

- -

%

| N
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‘-&..w« SN SN ke -

2/ snere existe » funotion [ (£,6,€) aers -
ned for all reat t , O .. periodic 1a 0 ot
| peried 2% and almost periodic 1n { wmiformly
 with respect to 6 , naving contimmovs Gerivatives
wp %0 the second order, swch that equatiem /o/ om
sanifeld 3 is equivalemt to the equation '
99 F,6,0); (13)
i | dt ' :
- 3/ 1f tbe cylinder of periodic solutiens § (Wt +®)
’ vhere § is an arbitrasy cemstant of oquasiams/6/,
| ‘4s stable, unstahle or cepditionally stedle with
| respect %0 an S - dimensiemal manifeld, then the
( integral manifold S of equatien /4/ is stedle,
usetadle or comiitiemally stabdle with respest to
the S - dimensiomal memifeld. The meaifold S will
P Yo referred to as gialle if there exist ‘neighbourheods
uU,. LL of dimendicuality N+]  6f the semt -
feld S q Ut oush that fer every soletionm
() of the oqmation /&/ x(t) e U, wn
folw e x(t) € U, teea t:t..-n
2(t)—~ S e t = oo . I for evesy
2 (t) " fro :z(l.)c U-8 we tive (O~ 9
w L=  them Sunumn‘ !
-m.uU 1s . of dinensiemality u.ml, |
- 1} t‘:-m z('l’tn- x(Q .',.;‘ '

-15- . ' |
K x
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there follows - X ()€ q tor t3t, emt ?
x(t)—- S as twee , ant 2? 3“)6 q U \
vt X(W)fe S teo t —=ve , then S wll .
u-muuwmuuwc ‘o

aa S - dimemsional menifold.

Recently, some aathematics in the Seviet Umi- ;
on as well a» in the USA have proved a series of . '
theorems of the above type. Thus, the follewing
theorea holde :

Thooves /Yu.i.Mtropelsky /3] / »

uo-o that the folleving condftien are satis-
fied for mt- of the differemttal oquatiomd/7/ v

o/ the oquation of “wnperturbed” meticw ~ >
=X o e
has a periedic. nl.tioa . :
Tex(¥), (T2 E () es

w.nthcﬁumm“ L KA 4 'U‘")c
\Imn.xm.t.n nt’ chatesteriatie
Mt‘nmmuoulmuu

: dw PY . . (“
ot X‘(: ) &, o )

@m h e nmu nwu- i 4 are 411-
ferent ‘feen ‘seves

-

R

‘,"”““;’&M.’ -M .'_3' }
D’ &dd‘u.m-mhﬂlﬂ-‘
-3- | |
% g “TORU ‘-‘-'.;.s-id‘lﬁtwﬁfpw
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€, - ., such that in regioa _-.cl‘- gc]} Obl¢-f,
the functione
X+ e X (0, x,0) - - (22)
ere umboundedly differentiablc with m’nt t0. X

and 4 and poesdes dounded and mfouly con~
timuous derivatives {a tho sane nclno

¢/ the functioms ) ¢ (V4,%,€) are perioatc
ia -Vt of periet 2% + of there existe for
them an average in L . :
; Then positive numbers & aad 6’(“)‘ €'cE,)
b Ul that for every pesitive l 2 &  the fol-
4 Iewing otatements Deld 1

I/ equation /7/ has only ome um mlfoll

i 1y1ag in the regien
' o ...oo‘ﬁ‘“ x& ',04‘6' . a’) -
aal motricdl: répreseatadie : SR

zxty)r HMDRGL ) Mmﬁw -}-mgo o)
whore ?(9'-,‘}'{) 1o defined 1a rbﬁ ~ncticem, .
"a, Oxut'du.ynm 2% 1w ¥,

: ‘U‘fnmnt“tm l:hcuu-ﬂd‘/ﬂ/n-
ostm'/1/ is oﬂfﬁuu n O m '

b
'

e L | :f w*ﬂ F‘(‘{‘ 6, A.-..";; - w
um,a-omfr(et*q uwum .
. .on;ow‘
oy I

r .
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"’Jiﬁ{ I & LI

|
segion cetc ta oo, wc.ﬂ OLtc‘l‘.,m |
m-u, differentiadlp with fegpest to 'ry and perio-
a1p 1n ¥ Cf”ﬂ“z:l e oL .
! / -umc /u/ Poseesses_the eume, mﬁn ‘f
u.uucy.-mum. or cenditicesl eWadility o0 |
the gylinder of Ma vbmuu,po/. et |
_The tmcu”uoq of im sapifelds appoare y
te Ve more complicated for system /7/, 1f the oque~ |
" tiem of “unparturded” soties [IY/ hes a qtatis oo -
huu or s family of periodic solutieqs depemdiag
on more them ome arbitrary oo,-mt [V 4 foxr {m~
L etgeee/. |
| ' In sueh sases !" moet with utunluoq whieh -
! (Ecovut ws from otu?m the properties of imtegrel }
; sanifelde in the whole phase space and eom(ise W |
%e the eomsideration of only local memifelds . |
:{-*.z,‘, Bere the follewing theores Beldm.s _ t '/ '+ "
Theorem /0.3.lykova. [22) /e !
- Assume that the follo'i“ conditicn are satisr j
fied for system of the differemtial eguatione /1/1 |
s/ the system of "\mporturbod" oquations /19/ i
hes an isolated static solution
(X . (0#0); (29

R ’o' (O):O
' - \:vx/ the éetioﬂo - X (:cS X‘c ", x.t)1a ‘the

0 ) ‘region
. 1o

vy wr
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i
[
'i
1

—-oc'l:r_oo xe.D Ol-t‘-ﬁ. (zv

l
mnll is o uim of Sbo poind hO :
are poriodic in Vt of pericd 23 utm SouR~ |
| ded and uniforsly ooaum_dorintiu. with res- :
pect to X, € of any orders i'
¢/ for the uriauo.sl equations ‘ E
\ )( (0)& - (29

oomcpo-“u to tho nntiq solutien /26/ s the cb.-
rec stic equation
g - 12,2-41=0 (a=X (@)
| hes two purely imaginary reots !_;ua ,» WRile the
other roets have negative real pcru. d
Then positive susvers € , §, ﬁ“"'u"
\, ted owt sweh that fer every positive &6& t“},
’ f f‘ the following otst-.a“ will helds ‘
x/ vation /7/ hss.ealy ope m—cmuuul
local "/ _integral meaifold T“.i parametrically I
representable by ‘e - . :

) A Iy

P vt QPPN T 7T

"m.uuuuuu»aumn
fold, if from the nlctlu z .. l&
|5% te py, valie foe tat, follews - ;- .u

for say L so lomg es ¥ |<p |;:|"‘,

v e (E I

.I* e ‘ . |

e G ORTEE TN iab aee?’ L "2’;!‘3"" r "'@“ *"' 4 . "
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W

T W T SR T e

€.

s g I FOAAED,
M&.&*Nw WL Visiachal’ v.-&u. |
D b Vadtar itz o0 R :%--urn-z»«-
1wmes, ond’ 1910y Lirwed’ boptan . ™ hi'c'- .
ven FOLE Y% ) 1o delined'ii ih recion

~esatcs, ‘THteh, Ve dut’ -'(880
has bonnded and mmu.uh dorivatives

with reopest to 3, 37 ., & d-num.-lm;

sesdle o poried - ”u ity
.3/ on the lesel dntegrel mesi rde T, oquatiod

N/ u oquivalont %o d-'ronm d-uu

- !!-‘wg?(n, ), .
K. i+ BLEAR, o) .

3/ b leeal intogrel meaifeld m‘ attects /oo
leag o8 - '!‘F":J & f‘ / every

solutiea of systed /17, WBede uum values beleng
to tlc region U' o A

" The sheve m is of uurut in connestioh
with the study of the debaviewr of 4»‘“1 -ourves
in the ¥ioiajty of W4 origia, sed a mumder of con-
clusiope oan vo. node mnu Vl'.“‘ “. the
stadility proviem iz the ariticsl éase for perse -
sently astive perturtations, ote.

«20-

2 e el .

~ O

- .'-’-m-\ LY

-

-~ o~ o~

<N e seaw e~ .“‘.”"_-,g -

!_

-y W

e
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..u»w aﬂ

s Thderen /0.D.1y0va 6”]/ Ao
Asowme that fof the sjstes of aqnations /7/ .

the following coaditjces are satiefied :
o/ sesume that fer the gystem of waperturded

squetionp A .
*’-’-‘- X&) ey
a f.ily of periocdie ““108 19 lﬂ- .
o (wiphe) (witegsw) B4)

of peried l‘ sa V. . Gopeniing on twe ar¥it -
rery conotants d aend ¢ , W oveimg o
function of @ in e .-uu wase

wswia) S ' M
¥/ m he t.gt wariational equations |
x.‘(xl)Jx 6 .

correnpending te heryeriodie selution // , w2
chareceristio exponente . . ar .
‘ T R e
Rave magative mlm. ’tlo she two shituste -
ristie spagente .ty . ‘4 nreisgml se sere.
by virtee of the existemse of o tue pereumbtets fon.
mily of periodic sclutiems /34/1 o
o A(a) #0 ter o6 X ;] O
mmuzm«wtm a- (a,,a,)n.



Ll | !
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. ‘h),"‘.ln(a.Yh)L‘ M% n

ont ord Yarteliv 1s ¢ ot poried ' 2% 4 “.",. ’

" respest ¢ R amd C m“‘m

Md..“ .‘.-thu-om/.

1) oo

-d

h-uch mﬂ) 18 ¢ metrix’
o A-2 coluins, " whese ) chenbé

dmmm.m-ow‘-} o’

\tho Gmmwe X = 8'(&10!‘). “‘ is e
nel - dtususicnnl o tn-udgum
Xxee X (vt ' .

end Yheir partial derivettves of -iiuuavuu

mwm ~

..‘“-' ’ 2

o/ the fenerices X' (v, =) -n.cuuo

ta t ofpoviost B wmiteemty
te X el § 1in the regiea l;l .

Thon positive mumbers &' & (ﬂ’"“o- "‘Q
ean Ve given sueh that for sy pevitdes Gat'
the fellowing statemeats will be Szwe ¢

1/ equgtion /7/ bas enly ocme 2~ Stmsustemnd :
local integral mamifeld WU, -mU -t |
persmetrically representadle by ) ' ‘1

. 5w

X

- -22-
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1

3-3’(?,0)+{»{4(%0)}(&,*,0.0+ S o

| + A(y,a);(t,q;o,a)}i F(tvo.0), Gy
where F(f,'f. Q,€)  is defined in region . '
cemctacew, yell, Q€O Ocece’ “a

/region OU veing charecterised Wy the locality
of manifeld m‘_ has o poricd 2K fn t amd ) 4
and possesses bounded and waifosmly coatinuous de-
rivetives with reepect to ¥ , @, § of my‘ or-
der; ' '

2/ on the loeal istegral menjifold mt equatione
/7/ are equivalent to the systea

' 5%-3 w(a) + I;'(t;'!'.ﬂ.‘), R - l
' : ’ A1
! . %: Q’(t,‘ﬁa,i)' ( )
where the right-band sides | P* and Q’ are do-
. fined in region /40/, they are periodic functiems

5 of L omd ¥ of vericd 2% ant have bous -
ded and waifersly ccntinucus gerivatives vith res=
pect to ¥ , @, € of smy ovder;

3/ the lJocel integral maaifold %, is stapre’,
f.e, 1t attrests any solutions of systes /9/,vhese
initial velwes belong to regien U'. /00 long o8
ae OL /.

. (2 il ’J

. e e e i A amew z
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.. 3 uu" .{mﬂb) C e s!ﬁou.mwmxv".-.-' Er € 2 v ™

" e mew Briefly semsider the gumeral ides of |
WN‘W&M“&“N '
M)mn—u and prepertink of futagrel menifelds. |
bcdmiqoﬂ-iuupotrnluﬁo L
mwumtuuumtm/w oon- -
: "} gentont’ for Yurther m«- ad proof ot |
. * wdniithey g, - T ‘
t . Am ishereat @iffioulty im this reductiom :
IR "Jencpesinlly 18 Teducing the equations to the
' - otentarl fora /4/ / is the tremsformatien of X
| varisbles sueh that in the mew equations the o
| . time t 46 costaized in the terme of higher or-
l L Corotlldhtu mm,.ram ‘of solw -
tiens for the ayatem is oooun is ”t 20
as to delong te s specially selested cless of
functions. Yor this purpees, the firet equation ‘
. Jar the first two equations/ ie eomsidered, in e
‘whieh R 18 repleced ¥y ea arditrary fusction
Yelonging to the given class, and then the solu-
" tion of same functionmal oquation is found by using
the fized point law. Thea for the .'.nuou odtai-~ |
ned the periodicity or Mt-”riodicuy with .:c
reepect to t and the ptoMy of stability '
.are estadlished from thé fest that this manifold
- " “satisfies the oquation.

S TR

|
s c—— S —— s sty % 1 I s ML WS
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4t this polhlt. 1t seems to be partieularly wse-
ful end intereating %0 mote that the integral sesi -
fold. oan Ve cemputed wmmmxm‘ '
' /eiase the tressfevmation as oVtaihll frem the 4f¥-
‘ fwmmt-uihomd'mthnl-
| stente and onensss of the iategral semifold is s
} revasss ome, trunsterving oach vers C(D.8) of
| the slass of fumwstons P ( £, 0, ¢) into >
c(D a)y.
4 very 1-'ort.at point in the method of pmf
«mmmum.umucttut Yy |
" thie methed the swistemse of am iategral manifold’ |
ean bo proved without msking a mo_ul assuaptios
as %o the dependence of the right-band sides of
_ te oquations on time. The above allows the method
te b ..'pnod in oonsidering the proportiu of in-
tegral manifelds of systees of differeatial equa-
tions of type /8-10/.
For example, the following theorem can de pro-
ved "
Theorea /Yu.l.litropolcb [}2] /.
Lot for svstem of equations .
9x - X (,x) +e X (%.8,x,¢), (9)

where Tx¢tl is the "slow” time, & - a small po-
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b T < VP TH W TRt TGk WFS e

sitive parameter, gg-: VEI>0 | tne fo1- f

lowing conditions are tu.lﬂllod s . ;
a/ for the unperturded equations -

d.x :

S X @) O 42) !

in which € j§g¢ asesuned t-o e & eoustant pareaneter, i
a family of stable porto“c solutione 4
x=-x° (<, wtee) (43) i

‘ a4

of period 2 in  (Yswtey) kmown
for any T (w“‘t‘ﬁ).‘mdiuum.rblt -
- rary constant and, consequently, n-{ charscte~ !

ristic exponents o (%), W(X),.., 4, (%) for _ ‘J’
the variational -y-tu or oquations :
dr X' (€296x @y
eritten down for oquntiom /42/ and uoluuon /43/
have negative real parts; '
b/ there exist D aad &, such that in regiea
' et tceo xQD , Oct<t,, “s8 '
where D’ 1s o P - nigbboerhood of ordbit /43/ im
en N _ dimensional space E_ . the functions
_ Xft,z)+£x.3 6 x¢) | (4¢) }
/ t=¢t .%‘_—9(:) / are periodic iw 1

6 of pcrioa z!.mmunnntﬂ-
cient number of bounded derivatives with respest to
x,t, e .

- 26 -

\ - C em e e e e e e e e oL
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Under thess conditiens pesitive cemstants ¢, B
& (g'<9p ¢ tt-.)-hmm oo
that any positive. l.c-l‘ m~*dc~i * 1
ons /9/ has euly ope we-pErgplale penifeld repre- -
seatable Uy relations of the form .
“=@it, O,9) = JAWMBGLOND) BT
L Por selutions Wuﬂ\,”&“hﬂ.ﬂ-
) sten /9/ 1o equivelent ummm-
| Sion of the form
| R - ey RSP )
whore %=l | the matfAL Yotuivoee the proper- |
ty of stadility, neaning Shat overy selution of vy— :
stem /9/ whese initial valvoe 11e is regien D |
1s ummacmmuiu-mtou
fellowing the relatiomship " -
'zugoy)-z(t)‘tc ve- U &)
where :x(t) denotes amy selutien of systea /9/.ua
-  are pesitive esustants. Adove theo- |
reme can e greatly extended @ad proved for more |
general amd less rigorous canditiesw superpoeed on
the right-hand sides of the equations and the struc-
. tupe of solutions of . the ?'un’ai-turbod" equations.
By using basically the preesdure of proof as
described generally above, foxe theoreme have been
proved in [12] ’ [IS] for somewhat more general con-

— i~

PTE e
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ditiens. ' %
Theoren / J.X.Hade [13] /.
~Comeider the systea of equatione

0 -d(e) +eb(t,0) + H(t,6y,29, -
Z-calk,e)-sClt o)z cLlcayzn), (50)

y‘: a‘J + S[(t,@, y,2¢), 1

where O ‘J 1 are veotors, d(&) - veotor ; H . \
g Z. - are contimuous amd dave eontimucus |
first pu-uu derivatives with reepect to t , O,
A -~ constant matrix; a(t,O) b(t,G) o
C (f. 9) are continuous and have contimsous first x
partial derivatives with respeot to ' and . 6 .
If the average values of the functions O“’ (+']

""‘)(t, ) . with res ot to t and -0  are equal
to sero M C(t 0)}- C + and th':h.mh -
" ristie nu-.bon of tha matrioces (¥ , C . have |

nonsero real perts, then there exists an §, > 0

such that for 0« € < & aystemn /50/ hes in ;
. the meighbourhood Y§:=0 , 2=0 o wnigue 1-~
: toml manifold

. Ty (68, 2s g(t.8.¢) o
whish pqguun the definite prapesty pt‘ ww."

.
-
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TTUER - TEEPT SWEwT Y ——
-

_.In_gtudrigy, 3o gpestion of Hp perterdesion
“M“ﬁﬁ‘lﬂc cmqu-nmw .

S e s

umu {z2}. - -,noél J“)
und“ustuﬂ‘. A. (
: hum»-m.h' ' ,Ituwt&t

| fer Wgstem /sz/ e femdly a Periedic selutions 18
‘ known e . S
;'a ', : z&,;&Lﬂt "’?), ‘ . “
S (%) =W
inwhtam - (o hB..P . - .
mw mith system /52/, mtmo -
-ngmmw o ' 2

ﬁ.g X (‘ ) ("M (Oﬂ

in -M..I t g “\1 poiiiv. ’.r-“t. the
func Stons )e("; , ¢, €) o{i Ghatr
ﬂm end second dertvatives with respect “$o

x" ere dounded and mifor-ly coatuuu ia
,.‘1.. ._..gi&.. xt (U (.1&.-,’
and noo : : ' ¢
Kot a0 =X () (62 2. (9
It 4o obviows that the fanetions /953/ vepdesent & < -
P - d¢isemsicmal torws of -onmo- of m /54/

«29-

RYPIE hae
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for £e=0 . :
Under these sssumptions the following theores |
"4is préved ' . |
Theorea / J.K.Hale [12]: /.
Assume that for each U =1, '—.---;P‘ the S
reel parts of the (l’l‘ ‘4) «th characteristic ex-
- poaent of m»éuriatiou_l systea of_oqutiono -

édﬁtg‘ Xv (x") 6’ (=

«re differeat from serc. Them there exist positive
comstent &, , S, Mtht for every 0t <&,
we nvo s
1/ equation /54/ has only eme inmt miﬁw.
S.lyil“‘for all real t in region ‘{t i Rde
where U‘. 10 & G-nMof X *.Mwe ¢
-.“ol‘ u ”tﬂcdly ro’mntnlo 4
‘2§ (4,8,,,6,,0) G-i2on,  ©P
mmmum. f(t q,c)r are dg .~
‘fimed for .urul t, 9,,...,9, » poriadia
in 9¢ (i=1 ¢, o PY otmtolS"“
satipfy the hqnluioo s s
| §(t,8,,.,6,0)- ~Efeo0, X
whore G0 e—-o.aunuu-uny
oo-u-- a-u.nm vith respest ve Q,..,6, )

. s e~ S IR
NUARE PRI R S ~C S

——
-
§- S~y

‘igi
o o — B

mpn __.v~
A i ST TG e i F

.S,

3
P

-30-
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prvr-" “E TR 7T

[

|
|
|
|
l
|

1
3 FETUNY SO

Quthuoo.l

"o neitedd 3 m/w nuvglm o

the oquations

wvhere the t:ntual F ‘e, A6, ,8) .. ave de-

fined for .11 2ol b, Bgrre-1 8, . perte-
die ia (L-it..?b) of poried ¥
end have houul“ and -itonly sontinuous deriva-
tives with rm.b \9" Q._,;-....O {‘I’

" to the secesd ordery’

3/ if the P qmumauxmu

" /53/ of systes /9A/ is stahie, wastadle or eomdi-

tionally stable with refessmce #o the manifeld of
dimension § them the imtegral mamifold O. of
/51/ is stadle, wnstadla or aseditiomally stable
with referense to tha sanifedd of dimension 3 .

" Most interesting remmite oam be obtaimed 1f
the integral curves lying om the manifold lend
themselves to imwestigation. I this case there
can be proved theorems of swsh & form @ oo

Theorem /Yu.A.Mitropoleky [30] / @

Suppooo that for syetam of equationms /7/
the conditions of secoad m are fulfilled
and, ia sdditien, that X'(vt,%,6) are pertodto -
fenctions in Yt of period 2N .

31~

48 ' +eF" (t.o.,.. 8.0, U9

o
*
¥

L h '
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Ther pouiin mumbers &' and 3(""-.,6‘4-}9'
cen be pointed out sesh that for esy positive (91 «
the éystem possesses an 1nto¢rn1 -Uold S /re=
prevented by o torws/ which satisfies the conuu- '
‘ons of theorem II , .

The solmishs of systém /7/ lying on this in-
tegmal nuitoid can bo-uprnonm vy

@2 0r) - L{A O (¥
+ Alwah 0t .ﬁl’(t),"e)}:%t;u,e o), GO
' | / = const .

and ‘are cherestorised Wy B Wertain swiber V
i.e. they are quesi-peviedic wr peridfic depending |
on whetise the musher V 1o isFeviousl or ra-
| ' tl“: . , SRS 1
In Ahe' 1stter Suse, every well-péricdic sole- |
tiop lying en this integral .d.tdll approaches |
ona Df sunis pevicdts seluttons. ° ‘
Amd, finally, wiiy solution of wquations h/. !
which pessssat LR, . shrvegh vene point of A
regten Uy ., apsmention 1 4 o= earvf tae 1
steticnany solvvives wntionet Lyleig et thiv in- ;
18014 - Dy o i tontoncy of soproeek 1¥ sur- "
f1stenblpivepia 3¢ abed R-1) _sa:negavive reat
pamt cﬂow. W»u lerge! ons ‘
R’q R TR Jv e 4»1‘ i
32 |

L

‘e

T e T e W SRS S S o

- - ratneemitens cosinasl
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|
anough ia adeclute. valwe, . Co.
Interesting results have besa sdtained; oeni
eerning the application of the im sanifelde
| pethod to the stadilisy mblno n‘ relamstion
; vidrations.

Consider two aystems of differential equations:-

| d"‘ =X(@=), t»0, -6
-X(z)fX (t,x), t>0, 3

wheye X , .anun-cwv'«-
tems and X , X' catrdasy the censttioas which
Guarantes the uniquenses of the seimtbens of-thewe -
e T
; The iavestigation of systems /€I/ amd /62/
eith the iategral mdmifolds uethed esmes down to
estadlishing the existence cemparing the preperties
i' of the menifelds for these systems. It is estadli-
shed for which {ypes of the “povtarding” fumetions -
he peeperties of ¥he senifeld of ayeten /6@/ ave
| u.n‘-o-muocm'-uouotm.'
/60/. : '
‘,!bfollw‘.m-tlmv :
Theoren / J.E.Bele ant A.Stebeoft8]) / o s 0 !
.u.—.m«mmdmﬁl/.
F. a2 , X mwuaw.x

v
- 4

DTN w il ! . Ry £ o
ﬂ mf‘ri__;..zm... M,"w‘ , .y I .
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has & k+1 - parametric family of real periodic so-
lutiems 3

x-x*[wert +¢,al,
x* ($+2%,0)=2°(5,0),
" vhers Q= (a,,,q,),q a¥e reéal comstants

2*(sa)6 €'s), 275,0)6CT@), w()>0, wiate ¢*, acU
in which U is one of the open sets Ek or a uni-
que point, ia the latter case . k=0 |
1t n-(k+l) cuarmvertstic cxpomente 4 a)
oo 1 % ey of o dysvem of limear variatiomal
equations corresponding to the periodis solution/63/
have megative real parts for all A € U  amt -

9x%s,a) , 9x°(5,Q = ket ©b)
oS . ?2Q .
fu.lld‘U.,r&‘R .Mmunifou
TIU . s Gotermtnnt Wy relatiens /63/, 1s ssymp-
totically otable with Riguptetic phase and ampli -

Theeren / J.K.Rale and A.Stckes [11) /.

Consider the systeny equations /62/ for wided.
the aysten S

PI MK, a % '*’;.x' \ . "-;'.,’
SD - x 'L,:su (“IT A "‘g) . . ¢ . ' “

(63)

rank

——
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-.Mumwtimottumtm
mmmcﬁmummammsm
h(y)s g(t) amt T'70 wnen'that
W) ~0 @ ¢t — o

1x legwnly (@

for all X , 2T . lt. u.«mu. So thve
se comditions '

_thea the mamifeld m o8 deternined. iy relations

/63/ 1a an ssymptetimally stable maaifold of system
/62/ vith asymptotic anplitude. Pimally, if '

Jf'é(u)dudu- Y
¢

then his ssymptotically stadls manifold of systes
/62/ hes an asymptotis wplitede and phase. :
Interesting rmlu have boon odtained Wy the
method of integral mifclu to tho investigation of
complex oseillatory phencmena ia m-utul escille-

" tory syetems. . )

. In meny cases, relaxation oscillatioms in sy-
stems with many degrees of freedom are known to be
desorided Wy systems o{ diPfferential equations with

& small perameter im some derivatives. Is this con-

nection comsider a system of equations

35—
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9% f(hxz2,t), e gr=Flb=s, ©

where X } are N - disensional vectors and '
a', 2, F -m- disensional vectors of Bucli-
dian space E
Asswming t t there exists

lhnr;-.- j(t,z,z,v)dw):j,(t,x,t) (¢9)

wniformly with réespect to X , &£ 6 E'Nm the de-
gomerated o
X . fo(ex,2), 2= @(4,) (79

1s couuorol simultanecwsly with systea /68/2:-9R9
being determined as the root of equatiom
P({’x' 1) =0. (7()
Under these assumptions the t_ol;odu theorea
holds ¢ '
. Thesren /X.V.Zadireka [19] /.
It 1 no-ol that in region

_eostaes, xeU,, |.z -q(e,0lep, O(.&LC (12)
the following eenditions are fulfilled im addd tien
te /“’/ ¢ ¢ . ’ . i

O/&Omta—m f(t, =2 $) o aem
tisueus, dounded and setisfies Lip.‘itt s ceomittions
*ith rempest te -R . 1 s .

*
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- W thb vesbeirunatisas’ «Fﬂ.qd.q’u,a'.) S,
B wid Sasir dertvatives vith reupped Lo all the

. eegents op ot cpepfiprienate pytmens | C L

, .‘M (b >
1 ac. b, g hed. e e X P tas
: . c)&wumm‘timdﬁow _
funstion F'(L,X,2) with respest to x w42 -
. eaviely Tijbcktes’e contitien il reipest 46 2 K
d ql/tum-ttbo“sw oéugs
RC Bl L

- ‘s "’"l’.?" (t,a)l#@. 'ﬁ"’m’

. where d(t,x)-l"' (“-10) l-.m.tut .
of M -ta order, sattoy the cenfitien '

el

&

Refaafeic o

Then & Pebitive €, odn be given such that
for amy peditive g Le, the system J68) wed s
| m...wm -Ubhdihb’tm’ -

4 AR

; | l(t,a)-q(t =)+ ?(l,x;t) (in

1 " in whieh the f’qtiu ) 4 (‘ X, €) 1o Mln‘ h
[ region ~woetces, x & U and satisfies the
q inequalities
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Mz e D), e, ¢)- %s,t)l&
- ra@le-xls (re)

where D()> 0, a(8)+0 4y ¢ — 0

and Q@ (t, X) 1s an -isolated rootvql equation

]7t/_ : ' .

Moreover, manifold /7%/ has bo-bdd and-

uniformly continuoun dirivnﬂven with mpoct :

-to X whoce order ina dctomin‘ by the

degree of rmddbthnens of the vechers j-

- F. o |
"By using this theorem. the strecture

of the solutions of systes /68/ ean be

. .amalysod. Thus, for mlc. 1P be vector-

functioas f(tl 1. 6) F'(txx)

periodie in € with peried 22X

"eyaten /70/ has an isolated paricdte eelu-

tion Xz (t),2:2(> with pervt 2F ..

them weing this theorem, it is mot diffi-

' eult to prove f!(»} the eowistenees of a

unique solution ef m /66/ FUIVS Mo‘

u:~ =XL£.\ » x= 3;“.‘, Lo

- .
P
" .

o M W

o W
& -

——

-

a8 o 5 Iy

,, 2 Pwe .

D§
e ‘hr Lo

-

. .'"_ . ' ‘. {L‘.'

_i":lt K o3

m B ik e 658 ‘ﬁ%;»w
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‘ﬁ r[‘. 3’ L ivi-ﬁe #.1%

’ oo Taa ep0n

- —
i e

B L] . . "-‘x.“- . b-Yiram . mec ‘ 1
t wheve § ‘is .-.n poeitive wa’} . )
', ore M.n dteeaptaned. veoresn,: R , Favwmer
3 Mmm.amuum . E
L tlemal equstions pérriessudiag: e thy plriedie geiy . ¢
| desten. gt ermi($)- ., 1-p(u,.,m~* -
. mm v, ‘e im N 'lf PR '
1‘5 It ’ J
‘ }(z.:), F@y=0, (¥

hove one wuuue exponsat equal h'..o. it
" 4o possfdle te preve for sufficiontly general the .
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rA)
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e e

uiltmo snd uniqueness of the 1nto¢rgl manifold - i
“2(%x) = p(x) + (2,8) '

for systea /77/, where ((X)1s an isolated root of

equation F(xzx)= 0 u&l '}’ (x, i]—v 0 .

s ¢—-0 . '

' Prom this readily follows the ’mf of the ut- ‘1
stemoe of the periodic solution of system /77/ , tom - . (
ding to the periodic solutioa ot the degenerated sy - ‘
stea /1./ s £-~0. ‘

ho.)mmu.otﬁuaﬂtpolmuly ' {

tndo in the development of the mathed of in- : “
Segral nuufouc which m.n.m ia the works of 1
N.5,Dogelindav,«. L e e = . . .u. ‘
4 l.-mut-cwmmmmu
obtained by L.S Jeatryegin {$4], Vol Wleser [7],
B.7.Misbehonks. [$5).4 D.V.aaseew (1], BB, Bar -
wee [29) , S.31100e000 [9] , P.Koesis W) , B.L.
Betahart [36], ote. which are directly comabeted

* with our methed.

i

{

|

\:71 L o

s PR r? St ‘ ' R

‘T‘Y‘ -
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Le sechéma clucsique e Kirchhot de 1la
solution des problimes plans de 1'nvarody -
namique fut considérablement développé pur
les recherches des deruidres quarunte snnées.

Beaucouv de  probléemes relativement
simples ont étd présolu d'une fugon tout u
fait générule (  Levi Civitta, Villat, Nexrau -
sov, Jerey, Luavrentiev, ‘/ainstein, -ravtchenxo,
ferber, Sarcbetian . Tlusicrs différentes nd -
thodes ont ét€ enlovées rour la  soiution e
ces problomes . fLel.e der Jquations intéirales
a novaux aingfuliers. Ces  équations ont 6t
traitdes: d'abord au moyen de développements
en séries sulvant un petit param‘etre‘ et puis
d 1taide de ltarairve  Jonctlionnelie centenpcraine,

Une Jdirection essenticllement dirtérente
( la méthode variationnelle est tondde sur
les propriétés frontitres des représentations
conformes ot quesiconformes.

Les deux méilodes, ainsi que Lo ndthouc

‘des représentations intéerules, réceiuent dé -
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veloppée par ‘Vequu, woirrski,

loin d'ctre épuisées. le but oo

est de sirnaler «cueiques

¢carnant le mouvenent d'un

frontiére libre ainsi que

nouveaux de la méme nture aui

traitées par la méthode

pans la oresikre | srtie

s

des problémes plans e

métrie axialc.

considdérer quelaue ré..ltats

concernsnt

lons

les

et

nroblines
fluide

quelques

varistionnelle
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protleres &

Hans 1a ceconde partie
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4

5 allons
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piLrticuliers,

courants spoatianx.

Foin abrdear L'exp o4 ncug ilons fomaler
b] . PR e
d'une fagon #éndérale, les problemes rialicresd
inci P 25 srescntlations  qua -
principuux en ternes dJdes representa a

siconformes. Nous allons

blémes pluns et par  led

axiale.
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Considérons 1¢ systéuc forteseat  ellip -

tique
)
f,'/.r,l;/.u,u,u,,u,vx,z‘fy/ g
: (1)
- v, =0
F (.z,y,u,zf.u,,u‘,. Y,)
Designions pur W- f(2./5,/") (2)

la représentation quasiconforme du Jomaine
_/7//0 f) , limité pur les courbes [o et /" - i
/; y :yp (1_} , /1‘9 :y{x} ’ . ¢ g
gur la bande (¢ < U <A .
du plan W U U erfectude  par

( I). Nous allons supposer cue x- «—* o

quand ¢ - =— % oo et aque le point d'udbscicse _
4 o

x = ¢ de la courbe /o ce transferme :
‘en un point pour lequel v=0 L

Le probladme 1le plus simple de 1la théorie

des repri¢sentations quasiconformes est celui :;"'1
de Riemann : mtablir 1a représentation ( 2 ) '.“,
étant donné 1le systéme ( I ) et 1lc donmainc . '
.’7{/:1./)0W:1me soit A , la solution i1 prob - "]
lome de Riema:nn exicte et elle est  unique s8i ‘

<

.
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seulement les courbes f; et / sont suffi-
samment réguliéres. .

Le probléme de Riemann admet wune interpré-
tation mécanique simple pour des cas speciaux
du systdme (T ) .

Désignions par fv# =y (z,v)
la ligne de _/](/:, /") qui se transforme en une
droite U = (onst '

La représentation ( 2 ) effectuée par 1le
systéme ( 3 ) ( pour Vv (V/ choisi d'une fagon

spéciale )

___-v(v .

| Y alErdy o
_g_l_f.‘:—v(v_u
3} . dx

. /s
définie le mouvement d'un gaz avec un débit .

A4 . dans la bande (7, /)
Les lignes Jv son les 1lignes du cou -
rent; donc dans le domaine / [/: 'f,,}
K npous avons un courant avec un débit v
Le cas v {V/'/ correspond gu mou -

vement plan d'un fluide incompressionrable .
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La représentation ( & ) eftectude par le

systeme
dv _ Ju i
se=9 V3,
’ , 9# (#)
5 ') 5

decrit un mouvement & symétrie axisle d'un g8z
limité par 1les surfaces de rotation des courbes

g4 (x) 20 ot g=yfx), w51 3y, (x]
corresponds au mouvement A symétrie axiale d'un
fluide incompressionable idéal .

Le propriété d'étre fortement elliptique
s'exprime pour les systémes (3) et (4) par
1'inégalité

de
— Ko >0
av

’
Cette condition est satisfaite pour le cas

de la dymique des gaz pour toutes les valeurs
de la vitesse V , inférieures 3 celle du son.
C'est ainsi que 1le théordme d'existence
des représentations quasiconforme pour 1les 8y -
stdmes fortement elliptiques correspondants

entraine 1le théordme d'existence et d'unicité

* des courants de gaz pour les vitesses infé-

rieures & celle du son .

Declassifiéd in Part - Saniytized Copy Approved for Release 2011/1 ‘i/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4

" * o3
PRS-
an' e ot

2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4

RN ¢ U

-
o k.

N

W S



-6 -

2. llouvement d'un fluide avec

une frontidre libre.

p
Passons aui problimes on 1l'une des fron -
tieres du domaine wG,T) ou bien une
partie quelconque de ces frontidres ne sont
pas déterminées 3 1'avance mais quolies sont
recherchées. |
Les problimes suivants de la mécanique :

- 1'étude du -oerc-cnt ondulatoire stable d'un
fluide est celui du mouvemets 4'un fluide
avec détachement des jets appartionnent A la
classe considérée.

Posons le probldme suivant qui contient
beaucoup de probldmes classiques de 1'hydro -

dynamique. P
Problime 1I.
La courbe [o est définie pour

tous les X < Xo /'-pour'toullln XX, .
I1 feut déterminer les courbes fe et /I” pour

tous les d'une telle <fagon que pour les

parttes nouvelles de ces courbes 1la représenta-

ction w-,(z)

- - e . »mwo-mmt
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satisfasse aux conditions

/{,{V,.(,.t.y/=0
AlVd, x g)=0

les /. ot l{' étant des fonctions de
V vl » x 'J; o designe la tangente a/"

au point (.x, #)
Ce problime présente une généralisation

(5)

considérable du probldme classique de Kirchhof
en se qui ‘concerne le systdme (I) de mdme
que les conditions frontidre. |
D'ailleurs 1les conditions imposées aux
parties données des courbes frontidres sont

'mcoro trop restrictive .

Nous allons les traiter d'une /fagon dif -

férente.

e v e mawy TR ¢, s
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3, Les systemes qui ne sont pas

fortement elliptique.

L'exemple le plus eimple d'un systéme el-
liptique, qui n'est pas fortement elliptique,
est le suivant : '

dr - du
dx ' 3# (6)
v

= —ay—-f “)J; w = Conyt

. 9y vE .
I1 correspond au. nouienont mrbulcnt d'un
fluide incompressionable; w est 1'intensite de
la turbulance.

Le probléme de la déterminaticn d'un cou-
rant turbulent ( w  étant conmstant ) se
réduit au probleme de la représentation quasi-
conforme du domaine J(rr) /sur la bende

0< v <h . Ce dernier probléme peut atré
réduit & son tour au probléme de Hilbert pour
les fonctions harmoniques ou Dbiea &au probléme
de Dirchlet pour une fonction v , satisfai -
sante & l'équation de Poisson av=w

De méme que pour la cas d'un courant la -'

* minairé l1a solution existe toujours et elle est

unique.

wh T gy WPt T B g P "L T X L0 o

e oY
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Ce qui est specifique pour le ces considé-
. ré c'est que la solution peut ne pas @&etfre uniforme.
I1 est essentiel pour Qe quli suit, que si
les courbes /. et / sgont suffisamment regu -
1i¥res W  étant fixe, 11 existe toujours wun
A tel que pour t;ous les 4> 4,
la représentation quasiconforme du domaine n.T)

sur la bande O<v <h est uniforme. ;;'

4. Les problimes de réeollement.

Le mouvement de deux couches de fluides dif -
férents peut &tre considéré comme une rénéralisation
- naturelle du mouvement d'un fluide avec une
tronti%ro lidbre,

Cfest Moschine 1le premier quig traita un
probldge. de cette natire A'une fagon rigou -
reuse. |

I1 s'agie de la propagation des ondes 1le

‘ ' long de la trontﬁx"e de deux couches de fluides a
densités différentes.

Du point de vue mathématique les mouvements
de fluides formées de deux couches se rédui-

sent aux probldmes de "récollement".

[N
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Voici des exemples de telles prodlimes.

[ 4

Problime 2.

I1 faut déterminer dans le domaine[//s./)
une - sourbe I‘ qui partage ce douim en deux
bendes ]//;.f) et ]/[,f/ d'une telle
fagel ¢we 1la représentation quasiconforme ef-
fectuée au moyen du eaystime (6) de la bande

F(fe,¥) = surlevande O<V <h,
et 1a représentation conforme de la bande J/¥,/)
sur la bande A, <V <A coincident le long
& [ .

Probvlme 3.

Le frontidre /. ' du domaine Jf/.,,/)
pou‘}'do‘ 'un point amgulaire A . Il faut aé -
terminer dans le domaine 7 (£./)
une courbe l' ~donc les extrémités sont les
pointe A et 5 4ela ligne /¢ a'une

telle fagon que le long de ‘r coincident les
vitesses des deux oourents:

- I. Un eourent 3 turbulamee comstamte <
dans le domaine limitd par ls courbe T emt

‘ b Declassified in Part - Sanitized Copy Ap'proved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4 = .
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le segment AB de la courbe /o

2. Un courant dans la bande _/7//:,/')
/> étant obtenu de /., en remplagant le
segaent AB par 1la courbe [ .

Le probldme 3 peut Stre généralisé.
Probldme 3'

Considérons un contour fermé f, situé
dans le domaine 1limité psr 1la courbe I et
le segment AB de la liszio f: e

On exigent la coincidence sur |  des
vitesses du courant I du probldme 3 et du
courant & turbulence constante <« dans 1' -
anneau 1limité par la courbe I 15 segment

AB de la courbe /. et par de contour n .
La wvitesse de ce courant doit &tre con -
st@to sur Y; .

Farmi tous les probldmes qui ne font
pas appel 3 la viscosité du fluide 1les pro -
bldmes 3 et 3' - paraissent d'écrire les mou-
vements réels de la fagon la plus précise .

On peut obtenir 1la. solution avprochée des

probldmes de 1'hydrodvnamicue technique en in-
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troduisent dsns les solutions des problémes
3 et 3' <« des corrections & l'side * d'une

cnouche <frontieére

05 peut généraliser les problémps 2 et 3

de la mdme fagon q'on l'as fait pour le pro -
bldme de Kirchhof. '

Les deux courents dans les domaines I et II
peuvent @étre d'écrit au moyen de diftférents sy-
'stimes d4'équations elliptiques. La condition de
contibuitée sur la courbe r peut @&tre formulée
d'une fagon générale par exemple sous formes (5).

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/1 1/18 CIA- RDP80T00246A018800540001 -4
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Principe \}ariationnel S
. 4
La méthode variationnelle qui permet d'éta-

blir 1les théofémes d'existence et d'unicité

pour 1les problémes cités est fondée sur les

propriétés frontiéres des représentations quasi-
conformes.

La plus importante d'entre eux est le prin-

cipe de Schvarz - Lindeldf généralisé, HNous al-
lons le formuler sous une forme susceptible
d'application:

Principe de Schvarz - Lindelsf.

Considérons deux bandes _J/ / ry, T ) ot
2(r. /")  1initées par des courbes '/, va
ot /. e suffisamment rée;uliérfs

Y =ygeld . Ty =y 1, Liy=gta), [y g =/

Savoir j/x/ > J(.z/

Nous dirons que 1la représentation quasiconforme
du domaine ﬂ, //,',/'/ ( & l'aide du s stéme I)
sur la bande 4 < v <4, satistuit aux vrin -

cipe de Sch.-L. si les répréseutations quagicon -

‘.Declassif'ied in Part - Sanitized Copy Approvéd for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4
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formes des domaines 17[/'. ,f/ et j//: M
q
sur la bande (7) satisfons aux inégalités sui -

vantes:

I°. Bn tout point de la courbde /;
VeV
2°. Bn tout point de la courbe /[
sppartenent 3 la courbe r V¢V

30, Au points d'abscisse X, situés
sur les courbes -/ et [ .ou '5(‘/}7"‘/
atteint son . maximum
Vv

Dens tous les trois cas les égalités on
lieu seulement dans 1le cas de la coincidence
des oéurbu r et [ . ¢

" Citons quelques cas od le principe de-

BCh;-Lo a lieu.

P

~Nae I .

Le principe de Sch.-L. a lieu pour tous
les systdmes fortements elliptiques qui ne con -
tiennent pas les variables z , J v , v

d'une fagon explicite et pour tous les domaines

Declassified in Part - San|t|zed Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA- RDP80T00246A018800540001 -4
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]//; ,f'/' a frontiéres su.fisamments rdérui -
lizm. - '

Théoreéme 2.

Le principe de Sch.-L. a 1lieu pour toﬁa
les systémes fortements elliptiques & condi -
tion que le domaine soit suffisamment étroit .
Cela veux dire que 4,/ <§{1} -y () <k, h ,

hy = A, '/_7 les k,, k , A  étant con-
stants et /4 suffisamment petits. .

Notons encore deux cas partuculiers ou le
pringipe de Sch.-L. a 1lieu, quoique 1les con -
ditions des théorémes I et 2 sont en défaut.

Théoreme 3.

J.e principe de Sch.-L. a dieu pour un domaine

quelconque ]/f r)

a{x})o /—J Jl(.r/ J(:/ é/(ll

et pour toutes les représentations cuusiconformes
de ce domsine affectuée sur unc bande O< v <h

au moyen du systime

) dy ., du -
._lf_y——— ) -L— 391 (7)

Declassmed in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 ; CIA- RDP80T00246A018800540001 -4
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Le systdme ( 8) d'écrit le mouvement d'un
fluide a symétrie axiale. p
Le principe de Sch.-L. permet d'établire 1le
signe de la variation de 1la vitesse du courent,

étant Jdonnée la variation de sa frontidre.

¢

Demonstration:

Supposons 4'abord g, () »k >0
Le cas générale peut &tre obtenu par un pas -

sage 3 la limite quand £ —0

Soit encore max [jw—y/x] “h <k
Cette reatrict'ion n'est pas essentielle parce
que 1l'on peut obtenir une déformation arbi -
traire en superposant des déformations qui
satisfont & cette restrictions.

Remarquons que I° et 2° sont des con3é -
quences immédiates du ﬁrincipe du maximum pour
la fonction Vv .

I1 nous reste a démontrer 32°. Tour celd
représentons la variation du domaine _/]//,',f )
comne superposition des trois variations au -~
xiliaires suivantes:

I. Translation du domaine _/]//,' . .f'/

SRSy SR o A PG AP P P - > o P TIIA arors ooy v T .

A A et
Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4 &%
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en bus ( dans la direction népative des y ) {
d A wnite e lon,-eur. f

<. Translation de la frontidre infériecure

du nouveau domaine dans 1la direction

rositive
4
de j a A unite de loneur,
3. Transformation de la frcutidre supérieurc b
DI N
du nouveau domaine i [ |

.0 < 4
D'aprés " 1° et ¢ les deux dernitres  ve

riations du domaine ne peuvent qu'auguenter v

aux points des courbes [/ et [, qui

nous intéressent.

Il nous reste a d&tablir 1le sirmne de  1la

variation de vV y produite par 1la

Y
preniere

translation. La vitesnse du  couran®  Sivgslete est

évidemuent dpale A 1a viteuse du courant initi:,
t)

aux points correspondunts,

Ie potentiel u et la fonetion .u cou -

rant t du rouveau  courant  suticfoat  aux RS
stémes  d'équatiocas 'f
-
dT (g k) P U gk o
. - / ' _ / . .
() y (} ¢’ X "
x s J .

WY, M o e g * - .y EE Al Wn*m L o4 rl-'."
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Pour 1les 4fonctions 4u courant V et U |
nous avons les équations ’ )
.9_:.!' + Hv - 1 ig__‘r__—_o
azt 9y ¢ 3y
ot
Py, 3PV _ 1. 9V _g
gt gk oy
le variation de 1la fonction du coursant . .
Jy =¥ -v dans le domaine _D{/;./—'}
satisfait & 1'équation ' | ﬂ

*dv  3dv_4_ 35#-__/'7_9.__ (8) ;
EEREIAE R A A | |

sur la frontidre /,
on &
Nous devons démontrer que

—%il’— 0 (9)
J

. . B
. T or VI PR ] v

Declassified in Part - SanitizedACopy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-§5586T0022EA01 8800540001-4 ’
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sur la frontidre supérieure ou bien que Srso
partout dans ﬂ//’o.[‘/

Suppossons le contraire qu' il existe un

[ 4

point intérieur de ]//'., ) ou
dv >0 |
I1 existe alors dans/(/./) un point od v
atteint son maximum. |

Bn ce point nécessairement

adv _ 3dv - g

dx 94
923duv. 93v ¢
dx? <0 dy? <

Ce qui contredit & (8) et (9).
*Considérons encore un nouvel exemple de
l'application du pfincipe de sch ,-I,. au 8y -
stdme (6) qui n'est pas fortemegt elliptique.

.Désignons par £ = {](/:,/"}} la classe

dél domaines Y/ dont les frontitres sa -

tisfont aux conditions :
[9.()] € Ko, K b6 g (=) - g (x) 4 Ko
. /J.' (Il/é K /g'{x//(/('

[4.] K" [y (=] <K

) WP Wy W v .- ) ‘
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Le principe.de Sch.-L. a lieu pour toutes les
roprésentationa quasiconformen des domaines de la
classe ( £ ) sur la vande 7 <V <h eftéctudes
“par le systime (6), & étant guffisamment petit.

La grandeur de W dépend uniquemenf des con-

gtantes k,h qu caracterisent la classe E .

conséquances du princgggﬂyariationnol 1

Toutes les propriétés des représentations con-.
formses, qui suivent du principe de Sch.fL..subsLstent {

pour les repr‘sentations qnaaiconformes. pour les-

quelles ce p:incipo a lieu. En purticulier les pro-
priétés frontidres des représentations quasiconformes
telle, que les conditiona d'existence ef de conti-
nnité“des aérivés aux points frontidtes, les théo -
rymes sur la croissance et sur la décrolssance "du
module de la aérivé au points d'inclination extré -
male de la grontidre et l¢ +ndoréme sur 1'impos =
gibilité de 1'extremum du module de la dérive Pux
points extrémaux de la courbure de la frontidre du
signe correspondant on l1ieu pour les représenta -
tions quasiconformes qui admettent 1e principe

de Sch .-L .
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Parfois les précisions métrique du principe .

de Sch.-L. sont indispensables pour les gpplications. UL

“En particulier, ¢a a lieu pour les problimes A L
conditions frontidres du type (5).

En s'appuyant sur le principe de Sch.-L. On

peut construire des fonctions majorante pour de dif-
férentes classes de domaines J (/% /") qui per -
mettent d'apprécier des deux cotées la variation du
module de la dérivé frontidre par rapport & 1la va -
riation de la frontiére elle néme.

Par exemple: si A eost l'ordre de la largeur

de la bande on a aux points ou la variation de 1la "
frontiere / est extrémale (cf.3°) i
Jfoy V > _.2}_.@_’ (10) ‘»._"?

la constante étant apprécisple A partir

du grede de régularité des courbes /., et / .

"~ D'une fagon analogue on peut apprécier les va -
leures extrémales de 5%? V et de ces déri -
vés par rapport au grade de régularité des courbes

./:. ot r .
On peut déterminer un procédé général pour ré-
soudre les probldmes frontidres formulés plus haut

en s'appuyant sur le principe variationnel et sur

B R - . s . : .- J
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les propriétés frontidres citées des représenta

tions conformes et quasiconformes. ,

Nous allons montrer l'application de la mé
thode variationnelle aux probl3mes les plus sim -
Ples du mouvement d'un fluide avec un jet libre .

Considérons le px;oblho (nr,, # =4 (x)
étant défindspour tous les r , 1les 2 =

J: (x) + 4 (x) étant vornés. La courbe /°
étant définie par la condition V=1V, 1le long
de cette courbe, V, é&tant donné .

Remarquons premidrement que l'uncité de la
solution suit de principe variationnel, -quand-on
fatt—tendre—fxf——o°

Pour la démonstftt:ion considérons une classe

compacte de courbes
/':é/ =y (x)
4lz) +h < ylx) < 4. (=/ f
Iy'@isK. , [y (x) € K,

Choisissons dans cette classe la ligne f : /// (x )
{ y &

sur laquelle la fonctionnelle

I (1] =maz V-V [

.,_~w.w-mmﬁwmwmw T U RO OO 5
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(h etant suffisement petit et 47 et /f; suf -
fisement gr&nd,s) atteint son minimum par rapport
[ 4

A la classe considérée. Il faut prouver que

J(l)=0
Supposons le contreire J(/;) >0

Le principe variationnel permet d'obtenir une

variation de la courbe /, qui diminue J(/ }

En s'appuyant sur les indgelités du type (I10)
et sur les propriétés frontidres de VV on peut
construire une variation admissible de /,

La contrediction obtenue prouve notre affir -
mation.

Nous donnerons plus loin quelques théordmes
d'existence et d' unicité dont les démonstrations
font appol aux majorantes qui utili;:nt les pro-
pri‘gls les plus simples des classes de courbes

. et [ seulement.

Notons que l'emploi des calculayrices mo -
dernes permet d'oltenir des solutions effect -
1ve£ d'un grand nombre de .problémes classiques de

1'hydrodynamique & surfage libre.

. N .
P = 1Y RO e~ RLORE PSR AR A . .,.,,.FR...
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7. Théoreme d'existence et d'unicité.

Voici'quelqt_xes résultats sur ce au;jef:

Théoréme I.

Supposons que la courbe . est définie
pour tous les I , . 4, (x) > 0 et
que la courbure de /  est continue et bornée.

Alors la solution du probldme (i), existe et
elle est unique pour les systimes 4'équations des
types suivants:

I. Les systimes fortement elliptiques qui ne
contiennent pas les coordonnés ( Y, u,v)

d'une fagon explicite.:

2. Les systimes (4) avec V(V)gf
si les condition frontidre (5) satiffont aux
conditions supplémentaires ‘

w24 AL
o<k, < =L ; <A

étant suffisamment retit, ot les constantes
qui déterminent la régularité des courbes fronti -
Yres, 1'ellipticité forte du systdme et A,
étant fixe. 4

(
. '
“
Le cas particulier quand /; ea%’@fb: -

. o - - . .
—-—-u‘qys-'w‘m‘-avumwu&r-’w‘vwnag,&ww . - .. ~ e . R I LI 4
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cicl:jollo mlme et la condition sur A est de

la forme

’
VJ*A#=C'
présente un intérdt spécisle. _

bann ce cas le prodldme I eowa‘d;:::tu pro -
dbldme classique du mouvement stable d'un fluide pe-
sant dans un canal de profondeur finie.

Pour les valeurs de A suffisamment petites
le problime n'admet qu'une solution triviale s'est
3 dire un mouvement de tremslation.

l partir 4'un certain A la aolufion ces -
se 4'$tre unique.

I1 existe encore une classe de solution pério-
dlquese L, smolia

Oh peut obtenir une onde solitairp comme cas
limite des ondes infiniment longes.

'Les méthodes approchées fondées sur la méthode
variationnelle permettent d'étadblir 1'existence et
Ytunicité des solutions du probli-; (1) pour une
classe de valeurs d¢ A  approchées de la valeur
critique.

Cela permet d'inclure les ondes solitaires de
petites amplitudes dans la théorie générale.

.
W m« S e ey, n A g PPN e e .

s Déclassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A0188b0540001-4 .




: e SRS U | VU S
; Declassmed in Part Sanltlzed Copy Approved for Release 201 1/1 1/18 CIA RDP80T00246A018800540001 4

Voicl encore un théordame qui se rattache au

¥
- % - 'Q r

On peut construire un procédé générel pour A%
résoudre le problime des ondes dans des bus.in. bet
de profondeur finie. Ce procédé exige des calcu - gir
latrices modernes. f”éi
". "-4

probldme du récollement des solutions. -

Théordme 2.

1a solution du probldme 2 existe et elle est
unique pour tous les W suffisamment petites .

—a——e

Des probl&ies de recollement plus généreaux

( probldme 3 ) ont été réeolus récemment par plu - - g

sieurs auteurs au moyen de méthodes aifférentes . ’»‘

Pykhteev et Khaperskov ont résolus le pro - A
. \

bldme 3 sous les conditions suivantes; la courbe o ¥J
[¢ est composé de l'axe des sbscjsses et du o
segnunt (0,1I) de 1'axe des ptdonnée-. Entre les
courbes {, et ’. le mouvement est laminaire.
Chabat s résolu le méme prob;).p pour le cas ou

le est 1'axe dos abscisses le contour
s'évanoui et la turbulance est constante dans le
domaine 1limité par [o et {

‘Ct'ast encore Chabat qui a trouvé une classe

de mouvement satisfaisant usux conditions du

i~ AR o PP 3 AT WP, e, 48 s B e ot et
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probldme 3 : étant donné le courant I 11 con -

struit le courant II ecn résolvant le problime | ;2;'}‘
de Cauchy. '
2]
8. Le probléme spatial. .‘,ﬂ.
Par analogie avec le cas des domaines plans .,i‘
on peut poser le problime des représentations qua- 3 :’L‘,‘}
siconformes des domaines spatiaux. %2‘1‘
Il s'agit d'établif une représentation ho - . "‘tﬁ
méomorphe et différentiable du domaine J ‘de 1'- . ;
espace T,y,Z sur le domaine &  de 1'espase )
v, v; W dA'une telle fagon que les fonctions ' |
u=u{x,’,z/,v=v{x,y,2} , W==k//1,(7,?_/ )
satisfassent au systdme d'équations | v j
o
Fi(x,g,2,0,v.W, up ,uy,ue, ... Wp)=0¢ i=123(1I) ?
De méme que dans le cas plant le probléme de "
Riemann de la représentation quasiconforme d'un do- "z
maine sur un autre pour un systdme (II) arbitraire ;"
n'est pas résolu dans toute la généralitéde. ’%:’
I1 parait 8tre pénible de caractériser d'une H’
fagon compldte les classes des représentations (II)
pour lesquelles le probléme de Riemann est soluble. g
et oy e . . - ‘
. Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4 ,
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Nous &vons eonstruit quelques classes particu-
lidres de systimes (8) (les représgntatiors harmo-
niques) pour lesquelles le théoreme d'existence et
d'unicité a lieu.

Pour assurer l'unicité de la solution on .est
obligé de supposer'que la rcprésentetien est homéo-
morphe 3 1'intérieur du domaine et que la corres -
pondance des points frontidtres est donné.

‘Considérons maintenant une classe de représen-
tations 1iéce aux mouvements d'un fluide entre deux

aurfaces .

9. Représentation d'une couche,

Soit J(7, ] un domaine limité par deux

surfaces /, et [ régulidres

f:2 =2 (x,y) ’
[ =2 (.zg/
Les fonctions Z, ot Z tendent vers
et A quand X — o . On chdrchent une

représentation de /)  sur la couche O0< W <H

qui jouie des propriétés suivantes:
H h/“”H

—_— ' —

I.ona Y _H y Y
r ok ¢ ok z A

quand X —= - €9

. . N 3 o . H ~ . g Ty &-ﬂnm ey mw#
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2. Les plans u=_C se transforment en
des surfaces orthogonales aux surfaces #, , [ .

La fonctions u=u/1,#,z/ est harmo -
nique et régulidre dans /)(/o, /)

3, Les droites v =0, , W=(, . se trans-
forment en des courbes qrthogoulos gux sur -
faces u=(C . _

I1 est évident que les conditions signalées
determinent la représentation du domaine 17/ r.,r )
d'une fagon uniq\ie. La fonction « est le poten -
tiel des vitesses d: courant 4'un fluicie idéal dans -
la couche _ﬂ (/'.f,/"/ dont la vitesse est donnée
pour x — - °°

La constuction a- . représentation se raméne
a la construction du potentiel ¢ Ce potentiel

peut 2tre mis sous la forme

H zeu*
h

U =

#* étant une fonction harmonique qui satisfait

u* = H
A 1a condition de Neumann = en -

sur la frontidre du domaine ¢ étant un orthe
(vecteur de longuer I ) paralléle & l'abscisse et »

7~ (un orthe orthogonale 3 la frontidre de J ).

———— 17 P .
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Nous allons admettre dans ce qui suit que
1'épaisseur dec la couche est borne’ des jeux c8tés
' 1

kh € 2 (x,9)-1,(xy) <gh
k étant fixe, O<k </

L

I10. Couches minces, formules approchées.

I1 est surtout important pour les applica -
tions de savoir évalues les dérivés frontidres
des rcpr‘untntioxis 3 partir du grede de la ré -
gularité de 1a frontidre /

De méme que dans 1le cas plan cette appré-

"~ ciation dépend do' 1*'evalution de la variation
de 1la vitesse frontidre et de sa direction
comme fonction de 1la variation 1lecale de la
frontidre.
| Nous allons supposer que les surtaces /%
et /° sont suffisaument rapprochées des plans
2, =0 ot 2=h ot que 1les dérivés
des deux premiers ordres des fonctions Z, (= J/
ot % [z y/ sont d'ordre 4 .
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Théoréme 3 .,

81 1l'on remplacent la surface /° par une
surface /[ qui diftére de /° seulement dans
le voisinage a du point A, , cela veut

. dire
Opour A ¢ a

>Opour A € A

2-(1,;}- Z/x’/ = 02 = <
"au point arbitreire A on a :

. . :
(6V) s ke S (12)
étant 1a distance de A A A, ot e}
e volume contenu entre [/ et [ .
1a démonstration peut $tre obtenue par la con-
sidéretion des courants élémentaires dumlla couche,
0<2& <h quand 11 y a une convbxité sur une
des ‘aurfaces frontidres. Le cas ¢‘n6m1 peut étre
sveive ) 1'aide d'une mejorente de¢ d V avec ap-
pel au principe 4u neximm par repport au potentiel.
Il est aisé 4'odtenir des formules approchées
pour: V ot d'apprécier l'erreur commise comme
fonction de # et de la régularité des surfaces
I’ et /. en s'appuyant sur théordme 3 et en

oconsidérent des exemples élémentaires du courents,

- Declassmed in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4
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situés dans une courhe.
On peut qhoisire comme approximation ir;i'tiale la
valgur de la vitesse \ <t sa direction o
définie a 1l'aide de 1'.Ljdsaulique en admettant que
la vitesse est constante le long de la normal a la
surtace /.

Dans ce cas la continuité du courant entraine

le systime suivant

-1_21-25___1___% -
V 98 295 & 9s (1%)
{

5 -
G 5 =77 lgedtlJin6

S désigne la direction de V , n lui
est orthogonale et & est l'angle formé par _\7
et gr@ad 2 .
(4

Pour obtenir des formules plus exactes on peut
calculer une correction en poursuivant une méthode
analoge A celle du probldme plan.

Considérons pour cela la normale A la surface
/" passant par le point A. . Soit B. 1e

point d'intersection de cette normale avec la sur -

.  face de /. . Soient / et [/ deux sur -
faces ayant aux points Ao et 5. un contacte

. Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4
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d'ordre deux avec les surfaces /[ et /, respec-

tivement. Les surtaces [ et [, doivent &tre

" choisies d'une.telle fagon, que courant ﬁz
puisse &tre déterminé d'une fagon effective ; elles
doivent étre quatre fois continlment differenti -
ables,

—

Janrs ces condltiors chaocune ‘es surfaces /:

—

et [ peut étre déterminé 3 1'aide de cino pare-

mitres ( A, et B, étant fixe ) savoir: les
Jz, 9 O, . 9%;

coefficients .. g
°x 'Jdx ' oy ! ’

du dévcloppement taylorien.

Soit \/q la vitesse du courant dans’ la do -

maine [ (7, ") ., (1a vitesse V. au point ’;’n
A. et sa airection Ko €Etant définies par la

solution du probléme h-riruuliaue ) Su: ‘osons nue &
. y

toutes les différences §i~§i . / J,’l/ K|
L J vy
sont de l'ordre ‘e gi.adeur de ‘:
Alors o
£

8

v

Vo =V iq, h+a, h*+R 8
9, et < étant deux vecteurs don. les com - ?;d
posantes sont détermindes par les dix psramétres aj
dz. . 'z i

dx dy*? ”
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- “ -
et Ao étant un infiniment petit d'ordre supérieur
A 4% (I3) permet d'apprécier la différence Vo~V

o [
on s /% "V/‘Mh‘. ¥ étamt une fonction des quat -
ridmes Adérivés des fouctions qui détermines les

surfeces f:,/' E,F . Donc, en négligeant -
les infiniment petits d'ordre supérieur d.celui de
h‘ ont a&:

On peut obtenir des expressions effectives si

les surfaces /, et /' peuvent Stre sujeties 3

des oonditions supplémentaires. Soit /o 1le plan

220 ot I - une surface wisine du plan

2 = A , supposons que " satisfait 3 la condi-

tiom mmeo/tﬁ:,;ﬂ/s{h‘ & vty (15), 1'ordre

des grandeurs de 3—1 n ‘est pas inférieur A -
calul de 4% |, 1tordre des grendeurs—de

ost supérieur s celut dr , les ordres des
y .
grandeurs de 3;4 “&'59 ne sont pas infé -

riourl. 2 celui de 4 et l'ordre de grandeurs de
39-;% est supérieur d celui de 4 . Sous ces con -
ditions les lignes du courent son® proches au
parelldles 3 1'axe des X . Les formules (I4)

o 4 e

TR WX . - ) ; y
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peuvent eétre remplacées par les formuies approchées

suivante:;

En remarquant, que sous les comditions admises, la
surface formée par des lignes du courant qui plsscnt.
pour X —e -~ e pPar une droite verticale est
presque oilinnriquo; on obtien une expr0saioh appro-
chée de V sur /[

| 3t ar
V=V (/‘JL’ L )

On poj'xt'obtwir de méme des expressions anslogues
A (16) et (I7) en remplagant (I5) par une con -
dition de double-périodicite de F . -Ces for -
mules approchéas peraettent de construire une thé -

orie dpproximative noa-lindaire 4es mouvements on-

dulateires stables spatiaux et des mouvements
. ayant des jets. Les ondes de Relay généralisées
sons définies par 1'équation:
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On peus étudier l'influence de la nonliniarité sur
~les lois de la pmpaéation des ondes pour les mou-
veaents, décrits par 1'3qmtion précédente ot peut
aifférents des cas linéaires suivents;
Superposition des ondes sinusojdales d'amplitude
. égale qui se répendent dans des directions for -
manb des angles X ot -« avec 1l'abscisse.’

II. PRINOIPES VARIATIONNELS.

Soit f la classe des domaines ]/f r )
Jouissants des propri‘té suivantes

' = (lxl+lyl)
/l.(.x,g)/cshc w (il +ly /l(zy/ /7/<£/;c 5 (121+4g1)

(BEI<E [3RI<E, [22)/c, 135/ <€

2z, 2%z,
;’;";7/‘5.: ;/xl /‘é, /%/‘E
p7)
a.z‘/ <&, /"T;"/‘f‘ /5'77/‘5‘
Tous les & étant surfisaucnt petits, on

peut énoncer le principe variationnel suivant pour

tous les domaines de 1la classe E

o - -
5 s —
o

. a

I3
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PRINCIPE VARTATIONNEL :

14

Soient _/7(/;]} etl](fa,f—}deux domaines de la classe
E. ot E ' et £~ deux ensembles de points,ou
la aifférence Z (X, y} 2[x (y/ atteind son max-

isum et son minimum, qui sont égaux en valeur absolue

max [T(xy) - 2 /x.yywx[zrxy/-i xy)]

Sous ces conditions, au point des ensembles £ et A

f - on a respectivement

-V, e U
V>

V et V, étant respectivement les vitesses
des courants du domaine initial et fiu domaine va -
rié.. Remarquns, que quand &, est fixe et &,
end vers zero, le mouvement du fluide tend vers
un mouvement plan. Il s'en suit que pour 5
suffisamment petit aux points ou g ; atteind
gsont maximum (minimum) ‘absolu et il est supé -
rieur (inférieur) au maximum (minimum) de g e
te—vitesse—du—courant initial esv inférteure {su -

périeure) d-la—vitesse du courant verié. r» u,?a

’)‘/_4/\ /_,'gf/_.,/,,\
PRy R B 8 /

WP—\,«-M" - v e Wy ® .

o
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12. nowmm AVEC UNE SURPACE LIERE
4

Le cas particulior spatial le plus simple
du problilo I est le suivant : la surface /o
étant donné, 11 faut déterminer 1la surfase /°
d'une telle fagon que le ‘courant du domaine /)f/s /; /

possédé dans tous les points de /° une vitesse
vV fixée d'avance:

[V/]=a>0

Bien que la solution soit unique on do€t imposer
des 6ond1tiom suxiliaires. Par exesmple, on peut

[ ]

fixer la direction de 1la vitesse dans 'un‘ point.
qQuelconque. Supposons que la direction du vec -
teur -\7 et déterminé pour X —e — =e

et qu'il est parelldle 3 l'abscisse. DN'ailleur
cette condition n'est pas encore suffisante parce
que si par exemple 7, (x,y ):=0 . [
peut $tre une surface cilindrique arbitraire ,

SRR SRR
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pamiléle & l'abscisse. Dans le cas trivial

Zo /1#}’50 ' la solution devient "‘
unique si l'on admet X ——°=, Z/x,#)- L—‘f(y) f}_"
en particulier z/x,#/ —_—

Mais on ce heurtent & une nouvelle difficulte: , %
:.*.4
~ la solution devient instable. ‘ b

Quel que soit & , on peut construire un

courant Z,(x,y) =0 limZ[xy)=1 pour x —= - 1
tel que /[/V//-1[ <¢ , tendis que la |
surfece / s'écarte duplan Z =7 - plus . ’;r
que de }l « En effet, posons _ 3’&

4

/"-'2/1,5} =1+5 ;(:,g Cwy .

La surface / s'écarte du plan Z={ a
.une grandeur qui dépasse 2" , quel que soite(

pour X suffisamnent grend et 1-07/‘, n=12...
Néanmoins V converge uniformément vers !
Cet exemple montre, qu'il est nécessaire de
déterminer 4d'avance une classe de domaines, pour
lesquelles les solutions sont stadbles. La classe £
défini® plus haut joui de cette propriété .

Voici un théoréme qui assure simultandment

- l'existense, l'unicité et la stabilité du courant

. L e R .- . e Lo
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I8 1}
b |
i dans une couche.
Théoréme : soit [+ une surface Z =7, (I,J) -
[ 4 .
o
satisfaisant 2a.1la condition ‘. ‘;J
e Y ey
e g
a 0% 2.(xY) ¢ | 5
et telle que les courbes 2z =2Z,(X,K), K-mest A
b sont symétriques par rapport au point X =0
34
ot los ligoes Z=2. (K. y/
1 symétriques par rapport au point g=0
quelque soit - A; 6) de plus ces courbes sont mono-
tones pour X>0, Xx<0, Y >0 , J <0
Supposons encore queé
0
I lo/ < h / / < A
ox 4 8#
9210 / a Z.
/ o x? / d
Sous ces conditions i1 existe une surface A
| z =2 (x y) unique, recouvrant [o ot
N telle que
-/xl-lg!
Q<2 (x ,cy/ <Ahe
[unl{:x )=h
rrw'

sve a ‘0'4" Tt TR R Ao
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qui Joui de 1la bmpriété suivante: la vitesse

du courant défini dans le domaine J (/o)
satisfait sur /A la condition /¥/ =/

et pour L—=— — ®o cette vitesse est pu-

relldle & 1l'abscissc.

1a solution est stable dens le sens suivant:

Si l'on a sur la surface [ . [

[IVI-1] <€

et 81 pour X —— — °° la vites.c¢ «au
courant V est peralléle a 1la direction
positive de 1l'abscicse alors pour toutes les

surfaces r satiéfaisa.ntea aux conditions

imposées 2 /o on a

/Z_/x,!} lZ(x,J// <Ke
K étant une constante.

&€ peut ¢©etre arbitrairement petit.

T ATy 1 .
6A018800540001-4

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA-RDP80T00246A018800540001-4



T

Declassmed in Part San|t|zed Copy Approved for Release 2011/11/18 : CIA- RDP80T00246A018800540001 4

w
S

'ﬂ"ﬂw\.

SRR U U |l

e .

_uz -—

Ouelques problémes nouveaux.

[

Plusieurs propriétés des représentations con-
formes et quasiconformes ont été générulisées pour
les représentations des domaines & plusieurs dimen-
sions.Mais on ne conaait presque rien sur les pro -
priétés péometriques des trunsformations biuni -
voques des domaines & plusieurs dimensions ef -
fectuédes par des fonctions satisfaisuntes a des
systdmes d'équations sux dérivés partielles. Il
s'agit des représentations des domuines spatisux

effectuds par des fonctions o x, 7, z)
.

U/.z,oq, z) \«/(.::,J,é}
satis¥aisantes & des systémes d'équations aux dé -
rivés partielles du premier ordre.

' Le premier probléme important qui se pose dans
cette direction est de définir une classe aussi
vaste que possibie de systéme d'équation differen-
tielle pour lesquelles le probldme de Riemsnn de la
représentation quasicontorme dc neux domaines ar -
bitraires soit toujours soluble,.

Au lieu de considérer les représentations
des domainzs on peut étudier les métricues diffé -

rentielles de Riemcnn ou bien construire des par -

Coa - ERTTR  } RN S Py

. ﬁ?-ﬂ" c,u ¢
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titivions du domaine dornd en sysitlme e urallé -
1épipédes infiniment wetits dont les neufl pers -
mdtres naturels sort sujetis & trois relations .
e

Outre 1'intérét intrirseque ie l'étwle des

. propriétés intérieurcs et frontiéres de ces

rS

. représentations découluntes des proprictés

b :
? analytiques des syst;mns d'dquations correspon- v
dants, ces recherches wveuvent étre utiles pour
Gf 1'étude des problémes spatiaux de la méeanique ‘
: : -
N des milieux continues. . q’*
fﬁ Voici encore une série de problémes qui se '.%ﬂ
rattachent au théoréme clussique de Liouville : :-‘5
|

toutes les représentations contormes dec domainec
spatisux gsont Loujdurs linéaires. lLiouville & : L
établit ce théoreme en sdnettant aque t%utes les
dérivés. jusou'au troisicénme ordre des fonctions
qui effecﬁuent la représentations sont continues.
vécemment ce théoréue fut générelisé considé -
rableaecrt, '

Le résultat 1le plus complet & été obtenu
il n-y-a. pas longtemps par  Belinski : la repré-
sentation presque conforme d'une sphére est

Youjours presque linéuire et l'image de 1la

sphére elle méme est toujours presaue sphériaue .
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hey i

‘e cue et ome 1t tle dune le théo- . :

o

réme  de Felinski e' eot oo I'ceart de,lo ooprd- |
seutation §:rosgie conlor 0 i'une v vdsentation ]
.

lirdaire  1dpend uniecuemest  de 1'éeimt e l'inage ‘124
Atune aphnere intinimen',  wLite o 'une 'srhzvn et . :4
nu'il ne uépeud TS iéu Lt res pxmprfﬁtés dif - i1
térenticlles de catte reprinentaticn. le  tadorduae -
rénéralise de Liouville suit  desn resulict  de ?
Beliaski cous 1+ forme  1n - lus rénérale en  ce .
qui concerne la  régulavitd locste 1:3 fonctions "3

qui effectuent 1lu repréicntation.
Voici encore un théoriume qui présente une
rénéralisation du théoréme de Liouville dans un

scens diffdrent :

Hsoient
: /4

'uzu{\z,j,zj, U=lf/1,:7,1.}, W W/.r,‘y,'z/ (c)

trois fonctions définies duns la- ccuche P

32
0 ¢ sf (d) , 8"

dont toutes 1les dérivés Jjusqu'ou troisiém. wy
ordre sont continues et uniformément bornées o
qui effectuent wune reprdoontution de cette couche. "
|.: ; - ;
Y
ia
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Supposons que 1l'image de chaque cube in -

B finiment petit orienté suivant les axes des

- coordonnées est presque un paralléléyuiplde

. ¢

g rectangulaire.2t

%

e ' feela—veut -dire’que tous les plans Z—A
4 se transforment en des surfaces Jd'une fagon

I S
\ Mfome. Alors 1les images de ces plaus

| sont eux aussi presque des plans.
Si 1l'on remplacent "presque un parallélé -
’ SRS
pipeéde rectanpulaire"'lpar les mots ‘“parallélé -
L .
pipéde rectangulaire";on obtlont une roprésen -

N tation de la forme

u-ax 455 sc, veax +by+c,, W=y ()

Ga veut dire que duns le théoréme de Lipuville
on peut remplacer la représentation conforme
par une représentation plus gérnérale. La con -
dition que 1l'image d' un cube 1infiniment petit
doit toujours etre un cube reut éfre remplacé
par une condition plus faible que cet image doit
toujours @&tre un parallélépipeéde rectangulaire .
Cetée condition élergie 1la classe des re -

présentations admissibles d'une fagor tout &

b S *
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¢ Cue -

fait naturelle et peut signifiantc.
Rhat | ¢' aurait €été intéressant de.savoir s’

1'on peut enlever 1les restrictions 1locales

oLg
wes b -
L e s B

. imposées & la représentation dans Ie théorene
o * 4noncé, de méme gue de considérer d-s . repré - -

'\‘T"' sentation sutisfaissnt au quutre conditions 3]

w
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